
lefefr gekjs nSfud thou esa iz;ksx gksus okyk ,d vke 'kCn gSA tc ge
,sls vko`Qfrksa ;k vko`Qfr;ksa dks ns[krs gSa tks cjkcj larqfyr vuqikr esa gkas rc
ge dgrs gSa] ¶;s vko`Qfr;k¡ lefer vko`Qfr;k¡ gSaA¸

13.1 Hkwfedk

vè;k; 13

lefefr

rktegy (m-iz-)

viuh lefer cukoV osQ dkj.k bu iqjkrRoh; vko`Qfr;ksa
us vn~Hkqr LFkkiR; cuk j[kk gSA

dYiuk dhft, ge ,d vkòQfr dks vk/s (v/Z) ls
bl rjg eksM+s fd mldk vk/k ck;k¡ Hkkx rFkk vkèkk
nk;k¡ Hkkx ,d nwljs ls iw.kZr;k feyrk tqyrk gks rc ge
dgsxsa fd vko`Qfr esa lefer js[kk mifLFkr gSA ge ns[k
ldrs gSa fd nksuksa vk/s Hkkx ,d nwljs osQ (niZ.k) izfrfcac
gaSA ;fn ge vko`Qfr osQ eksM+us okys LFkku ij ,d niZ.k dks
j[k nsrs gSa rks vko`Qfr osQ ,d Hkkx dk izfrfcac osQ nwljs Hkkx
dks iw.kZr;k <+d ysxkA ,slk tc Hkh ?kfVr gksrk gS rks ;g rg
;k eksM+ (okLrfod ;k dkYifud)] tks niZ.k js[kk gS] vko`Qfr
dh lefefr js[kk (;k lefer v{k) dgykrh gSA

fr:oUukeykbZ (rfeyukMq)

vko`Qfr 13.1
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;gk¡ ij vki tks Hkh vko`Qfr;k¡ ;k vkdkj ns[k jgs gSa os lHkh vko`Qfr;k¡

lefer vko`Qfr;k¡ gSaA D;ksa\

tc vki bUgsa fcanqfdr js[kk dh rjiQ ls eksM+rs gSa rks vko`Qfr dk ,d
vkèkk Hkkx] nwljs vk/s Hkkx dks iw.kZr;k <+d ysrk gSA bl vko`Qfr esa vki
fcanqq vafdr js[kk dks D;k uke nsxsa\ vki vko`Qfr esa
niZ.k dks fdl txg ij j[ksaxsa ftlls fd izfrfcac
vko`Qfr osQ nwljs Hkkx dks iw.kZr;k <+d ys\

vko`Qfr 13-2 ,d lefer vko`Qfr ugha gSA

D;k crk ldrs gSa] D;ksa ugha\

13.2 lefer vko`Qfr;k¡ cukuk : bad&CykV MsfoYl

dkx”k dk ,d VqdM+k yhft,A bls vk/s Hkkx ls eksfM+,A
L;kgh dh oqQN cwanksa dks vk/s Hkkx ij Mkfy,A

vc nksuksa vk/s Hkkxksa dks nckb,A

vki D;k ns[krs gSa\

D;k izkIr vko`Qfr lefer vko`Qfr gS\ ;fn gk¡] rks
crkb, lefer js[kk dgk¡ gSA D;k ,slh dksbZ vU; js[kk
Hkh gS tgk¡ ls eksM+us ij nks leku Hkkx izkIr gks ldrs gksa\ ,sls gh oqQN vkSj
izfr:iksa dk iz;kl dhft,A

L;kgh /kxk izfr:i

vko`Qfr 13.2
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,d dkx”k dks vk/s Hkkx ls eksfM+,A muesa ls ,d vk/s Hkkx ij de yackbZ

osQ /kxksa dks vyx&vyx L;kgh ;k isaV esa Mqcksdj O;ofLFkr dhft,A vc nksuksa
vk/s Hkkxksa dks bdV~Bs nckb,A izkIr vko`Qfr dk vè;;u dhft,A D;k ;g ,d
lefer vko`Qfr gS\ bls vkSj fdrus rjhdksa ls eksM+k tk ldrk gS ftlls nks leku
Hkkx izkIr gks losQa\

l
2

l
1

vkiosQ T;kfefr ckWDl esa nks lsV LDos;j gSaA D;k ;s lefer gSa\

viuh d{kk esa miyC/ oqQN oLrqvksa dh lwph cukb, tSls ';keiV~V (black
board)] est] nhokj] ikB~;iqLrd bR;kfnA buesa ls dkSu lh oLrq,¡ lefer gSa vkSj
dkSu lh lefer ugha gSa\ D;k vki mu esa ls lefer oLrqvksa dh lefer js[kk
igpku ldrs gSaA

iz'ukoyh 13.1

1. vius ?kj vFkok fo|ky; dh ,slh pkj oLrqvksa dh lwph
cukb, tks lefer gkasA

2. nh xbZ vko`Qfr esa dkSu lh niZ.k js[kk vFkkZr~ lefer js[kk
gS l1 ;k l2?

3. uhps nh xbZ vko`Qfr;ksa dh igpku dhft,A tk¡p dhft,
fd D;k ;s vko`Qfr;k¡ lefer gSa ;k ughaA mudh lefefr dh js[kk Hkh [khafp,A

a)  b) c)

d) e)  f)
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4. uhps nh xbZ vko`Qfr;ksa dks oxk±fdr isij ij cukb,A vkius oxk±fdr isij dk iz;ksx

viuh fiNyh d{kkvksa esa vadxf.kr uksV cqd esa fd;k gksxkA bu vko`Qfr;ksa dks bl
rjg iwjk dhft, fd fcanqfdr js[kk gh lefer js[kk gksA

13.3 vko`Qfr;k¡ ftuesa nks lefer js[kk,¡ gksa

,d irax
vkiosQ T;kfefr ckWDl esa nks lsV LDos;j esa ls ,d osQ dks.kksa dh eki 30°, 60°
vkSj 90° gSA

5. uhps nh xbZ vko`Qfr esa, l lefefr dh js[kk gSA bl
vko`Qfr dks iwjk dhft, ftlls ;g lefer gks tk,A

l

l

6. vko`Qfr esa, l lefefr dh js[kk gSA
f=kHkqt dk izfrfcac [khafp, vkSj bl vko`Qfr dks iwjk dhft,
ftlls ;g lefer gks tk,A

(a) (b) (c)

(d) (e)  (f )
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igyk eksM+ nwljk eksM+

,sls gh nks leku lsV LDos;j yhft,A mUgsa vkil esa feykdj
jf[k, vkSj ,d irax cukb, tSlk vko`Qfr esa fn[kk;k x;k gSA
bl vko`Qfr esa fdruh lefefr dh js[kk,¡ gSa\ D;k vki lksprs

gSa fd oqQN vko`Qfr;ksa esa ,d ls vf/d lefer js[kk,¡
gksrh gSaA
,d vk;r
,d vk;rkdkj dkx”k yhft, (tSls Mkd&fyiQkiQk)A bls ,d

ckj yackbZ dh vksj eksfM+, ftlls fd ,d vk/k Hkkx nwljs vk/s Hkkx dks iw.kZr;k
<+d ysaA D;k ;g eksM+ ,d lefefr dh js[kk gSA D;ksa\
bls [kksfy, vkSj iqu% ,d ckj pkSM+kbZ dh vksj ls leku rjhosQ ls eksfM+,A D;k

;g nwljk eksM+ Hkh lefefr dh js[kk gS\ D;ksa\

rks rgkas okys dkx”k ls dkVh xbZ vko`Qfr
,d vk;rkdkj dkx”k dk VqdM+k yhft,A bls ,d ckj

eksfM+, vkSj iqu% ,d ckj eksfM+,A oqQN fMtkbu cukb, tSlk
fd fn[kk;k x;k gSA tks vko`Qfr cukbZ xbZ gS mls dkfV, vkSj
[kksfy, ([kksyus ls igys ml vko`Qfr dk vuqeku yxkb,
ftls vki izkIr djsxsa)A

D;k vkidks yxrk gS fd ;s nks js[kk,¡] lefefr dh js[kk,¡ gSa\

nks ;k vf/d lsV LDos;j dks feykdj vki ftruh Hkh vko`Qfr;k¡ cuk
ldrs gSa] cukb,\ bUgsa oxk±fdr dkx”k ij cukb, vkSj lefer js[kk crkb,A
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ftl vko`Qfr dks dkVk x;k gS mlesa fdruh lefefr dh js[kk,¡ gSa\ ,slh oqQN

vkSj fMtkbuksa dks cukb,A

13.4 vusd lefer js[kkvksa (nks ls vf/d) okyh vko`Qfr;k¡

,d oxkZdkj dkx”k dk VqdM+k yhft,A bls mQèokZèkj
(vertically) esa vk/s ls eksfM+, vkSj iqu% {kSfrt
(horizontally) ls vk/s Hkkx ls eksfM+, (vFkkZr~
vkius bls nks ckj eksM+k)A bls [kksfy, vkSj iqu% oxZ
dks vk/s Hkkx ls eksfM+, (;kfu rhljh ckj)] ysfdu
bl ckj fod.kZ osQ lkFk&lkFk tSlk fd vko`Qfr esa
fn[kk;k x;k gSA bls iqu% [kksfy, vkSj vk/s Hkkx ls
eksfM+, (pkSFkh ckj)] ysfdu bl ckj nwljs fod.kZ
osQ lkFk&lkFk tSlk fd vko`Qfr esa fn[kk;k x;k gSA
bls [kksfy,A bl vko`Qfr esa fdruh lefefr dh js[kk,¡ gSa\ oqQN vko`Qfr;ksa esa
osQoy ,d  gh lefefr dh js[kk gksrh gS] oqQN esa nks] vkSj oqQN esa rhu ;k
vfèkd lefefr dh js[kk,¡ gksrh gSaA D;k vki ,d ,slh vko`Qfr dks lksp ldrs
gSa ftlesa 6 lefefr dh js[kk,¡ gksa\

leckgq f=kHkqt dh 3
lefer js[kk,¡
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lefefr] lefer izR;sd LFkku ij

vki izfrfnu ,sls cgqr ls ekxZlwpd laosQr ;k

fpg~u ns[krs gSa ftuesa lefefr
dh js[kk,¡ gksrh gSaA ;gk¡ ij
,sls gh oqQN fpg~u (laosQr)
fn, x, gSa% ,sls gh oqQN
vkSj ekxZlwpd laosQrksa
dks igpkuks vkSj mUgsa cukvksA lefefr dh js[kkvksa
dks bafxr djuk er Hkwfy,

rk'k osQ oqQN iÙkksa osQ fMtkbu esa lefefr
dh js[kk,¡ gksrh gSaA fn, x, rk'k osQ iÙkksa
esa mUgsa igpkfu,A

;gk¡ ,d oSQaph dk ;qXe gS!
blesa fdruh lefefr dh js[kk,¡ gSa\

bl lqanj vko`Qfr dk fujh{k.k dhft,
;g ,d lefer iSVuZ gS tks fd dksp LuksiQysd (koch's
Snowflake) osQ uke ls tkuk tkrk gSA (;fn vkiosQ
ikl daI;wVj gS rks vki izsQDVy (Fractals) fo"k; ij
czkmQl dhft, vkSj vkidks ,slh cgqr lqanj vko`Qfr;k¡
ns[kus dks feyasxhA) bu vko`Qfr;ksa esa lefer dh js[kk,¡ Kkr dhft,A

izo`Qfr esa cgqr lh
oLrq,¡ ,slh gSa ftudh
vkòQfr;k¡ lefer gSaA
bUgsa nsf[k, %
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iz'ukoyh 13.2

1. uhps nh xbZ vko`Qfr;ksa esa izR;sd dh lefer js[kkvksa dh la[;k Kkr dhft,A

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

2. uhps nh xbZ izR;sd vko`Qfr esa f=kHkqt dks ,d oxk±fdr isij ij cukb,A izR;sd esa
lefefr dh js[kk (js[kkvksa) dks ;fn gS rks mUgsa [khafp, vkSj f=kHkqt osQ izdkj dks
igpkfu,A (vki muesa ls oqQN vko`Qfr;ksa dk vuqjs[k (trace) djuk ilan dj ldrs
gSaA igys isij dks eksM+us okyh fof/ }kjk iz;kl djsa)

(a) (b)
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(c) (d)

3. fuEu rkfydk dks iwjk dhft, %

vkdkj vko`Qfr [kkdk lefefr dh
;k :ijs[kk js[kkvksa dh la[;k

leckgq f=kHkqt 3

oxZ
vk;r
lef}ckgq f=kHkqt
leprqHkqZt
o`Ùk

4. D;k vki ,d ,slk f=kHkqt cuk ldrs gks ftlesa
(a) osQoy ,d gh lefer js[kk gks\

(b) osQoy nks gh lefer js[kk,¡ gkas\

(c) osQoy rhu gh lefer js[kk,¡ gksa\

(d) dksbZ lefer js[kk u gks\

izR;sd esa vko`Qfr dh :ijs[kk ([kkdk) cukb,A

5. ,d oxk±fdr isij ij fuEu dh :ijs[kk cukb, %

(laosQr % vkiosQ fy, lgk;d gksxk ;fn vki igys lefefr dh js[kk [khpsa vkSj
mlosQ ckn vko`Qfr dks iwjk djsa)
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(a) ,d f=kHkqt ftlesa {kSfrt lefer js[kk rks gks ijarq mQèokZ/j lefer js[kk

u gksA

(b) ,d prqHkqZt ftlesa {kSfrt vkSj mQèokZ/j nksuksa gh lefer dh js[kk gksaA

(c) ,d prqHkqZt ftlesa {kSfrt lefer js[kk rks gks ijarq mQèokZ/j lefer js[kk u gksA

(d) ,d "kV~Hkqt ftlesa osQoy nks gh lefer js[kk,¡ gkasA

(e) ,d "kV~Hkqt ftlesa 6 lefer js[kk,¡ gkasA

6. izR;sd vko`Qfr dk vuqjs[k.k (Vªsl) dhft, vkSj lefefr dh js[kkvksa (lefer js[kk)
dks [khafp,A

(a) (b) (c)

(d) (e) (f )

7. vaxzsth o.kZekyk osQ A ls Z rd osQ lHkh v{kjksa ij fopkj dhft,A
buesa ls mu v{kjksa dh lwph cukb, ftuesa
(a) mèokZ/j lefefr dh js[kk,¡ gksa (tSlk fd A)
(b) {kSfrt lefefr dh js[kk,¡ gkas (tSlk fd  B)
(c) lefefr dh js[kk,¡ u gksa (tSlk fd Q)
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8. ;gk¡ ij oqQN eqM+h gqbZ 'khV dh vko`Qfr;k¡ nh xbZ gSa ftudh rg ij vko`Qfr;k¡ cukbZ

xbZ gSaA izR;sd esa iw.kZ vko`Qfr dh :ijs[kk [khafp, tks fM”kkbu osQ dkVus osQ ckn
fn[kkbZ nsxhA

13.5 izfrfcac vkSj lefefr

lefer js[kk vkSj niZ.k izfrfcac ,d nwljs ls izko`Qfrd rkSj ij lacaf/r gaSA
;gk¡ ,d vko`Qfr nh xbZ gS ftlesa vaxszth v{kj M dk izfrfcac fn[kk;k x;k

gSA vki dYiuk dj ldrs gSa fd niZ.k vn`'; gS vkSj vki osQoy v{kj M rFkk
bldh Nk;k ;k izfrfcac dks ns[k ldrs gSaA

oLrq vkSj mldk izfrfcac niZ.k js[kk osQ lanHkZ esa lefer gSA tc
,d isij dks eksM+k tkrk gS rks niZ.k js[kk] lefefr dh js[kk cu tkrh
gSA rc ge dgrs gSa fd Nk;k] niZ.k js[kk esa oLrq dk izfrfcac gSA vki
;g Hkh ns[k ldrs gSa fd tc oLrq ijkofrZr gksrh gS rks mldh yackbZ
vkSj dks.kksa esa fcYoqQy Hkh ifjorZu ugha gksrk gS vFkkZr~ oLrq dh yackbZ
vkSj dks.k rFkk Nk;k dh laxr yackbZ vkSj dks.k leku gksrs gSaA ;|fi
,d rjg ls ifjorZu gksrk gS vFkkZr~ tSls ,d oLrq rFkk mldh Nk;k esa varj gksrk
gSA D;k vki dYiuk dj ldrs gSa fd varj D;k gS\
(laosQr % vius vkidks niZ.k esa nsf[k,)
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13,d oxk±fdr dkx”k ij ,d vko`Qfr ABC cukb, vkSj
bldk izfrfcac A'B'C' niZ.k js[kk l esa Kkr dhft,A

AB vkSj A'B';   BC vkSj B'C';   AC vkSj A'C'
dh yackbZ;ksa dh rqyuk dhft,A
D;k ;s vyx gSa\
D;k izfrfcac ,d js[kk[kaM dh yackbZ esa ifjorZu djrk

gS\ ABC vkSj A'B'C' dks.kksa dh eki dh rqyuk dhft,
(dks.k ekid dh lgk;rk ls ekfi,) D;k izfrfcac] dks.k osQ vkdkj dks cny
nsrk gSA

AA', BB' vkSj CC' dks feykb,A dks.k ekid dh lgk;rk ls l vkSj AA', l vkSj
BB', l vkSj CC' osQ chp cus dks.kksa dks ekfi,A
niZ.k js[kk l vkSj fdlh fcanqq vkSj blosQ izfrfcac dks feykus ls cus js[kk[kaM osQ

chp cus dks.k osQ ckjs esa vki D;k fu"d"kZ fudkyrs gSa\

;fn vki niZ.k osQ lkeus 100 lseh dh nwjh ij gSaA vkidk izfrfcac dgk¡ gksxk\
;fn vki niZ.k dh vksj pyrs gSa rks vkidk izfrfcac fdl izdkj pyrk gS\

dkx”kksa }kjk ltkoV
,d iryk vk;rkdkj jaxhu dkx”k yhft,A bls dbZ
ckj eksfM+, vkSj dkx”k esa oqQN tfVy izfr:i
cukb, tSlk fd vko`Qfr esa fn[kk;k x;k gSA ckj&ckj
vkus okys fMtkbuksa esa lefefr dh js[kkvksa dh
igpku dhft,A ,sls ltkoVh dfrZr dkx”kksa dk
iz;ksx R;kSgkjksa osQ voljksa ij dhft,A
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oSQykbMksLdksi

vusd niZ.kksa okys ,d osQykbMksLdksi esa
dbZ izfrfcac curs gSa ftuesa vusdksa
lefefr dh js[kk,¡ gksrh gaS (tSlk ;gk¡
mnkgj.k esa fn[kk;k x;k gS)A izk;% nks
niZ.k ifV~V;ksa dks V vkdkj esa j[kdj
iz;ksx fd;k tkrk gSA niZ.kksa osQ chp cus
dks.k lefefr dh js[kkvksa ;k lefer js[kkvksa dh la[;k dks crkrs gSaA
,d osQykbMksLdksi cukb, vkSj blosQ }kjk cukbZ xbZ lefer vko`Qfr;ksa dh

oqQN vkSj tkudkjh izkIr djus dk iz;kl dhft,A
,yce

lefer fMtkbuksa dks ,df=kr djosQ ,d ,yce rS;kj dhft,A ;gk¡ ij oqQN
uewus fn, x, gaSA

ijkoÙkhZ; lefefr dk mi;ksx

,d v[kckj ck¡Vus okyk yM+dk viuh lkbZfdy
dks fdlh fcanqq 'P' ij [kM+k djrk gS vkSj v[kckj
A vkSj B ?kjksa esa ck¡Vrk gSA mls viuh lkbZfdy
dks dgk¡ ij [kM+k djuk pkfg, ftlls AP + BP
nwjh lcls de gksA
vki ;gk¡ ij ijkorhZ; lefefr dk iz;ksx dj

ldrs gSaA ekxZ dks niZ.k js[kk ysus ij] ekuk A dk

vko`Qfr 13.1

lM+d



leferh 399

13
izfrfcac A' izkIr gksrk gSA rc ge dgsaxs fd fcanqq P lkbZfdy dks [kM+k djus osQ
fy, mi;qDr LFkku gSA (tgk¡ niZ.k js[kk A'B dks dkVrh gS)A D;k vki dg ldrs
gSa D;ksa\

iz'ukoyh 13.3

1. uhps nh xbZ vko`Qfr;ksa esa lefefr dh js[kkvksa dh la[;k Kkr dhft,A vki vius
mÙkj dh tk¡p osQls djsaxs\

(a)

(d)

(b) (c)

(e) (f)

vkius bl vko`Qfr dks oSQls iwjk fd;k\

(a)

(d)

(b) (c)

(e) (f )

2. uhps nh xbZ vkjs[k.k dks oxk±fdr isij ij cukb,A izR;sd dks iwjk dhft, ftlls
izkIr vko`Qfr esa nks fcanqqfdr js[kk,¡ nks lefefr dh js[kkvksa osQ :i esa gksa %
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3. uhps nh xbZ izR;sd vko`Qfr esa] vaxzsth o.kZekyk osQ ,d v{kj dks mèokZ/j js[kk osQ

lkFk fn[kk;k x;k gSA bl v{kj dk nh gqbZ niZ.k js[kk esa izfrfcac yhft,A crkb, dkSu
lk v{kj ijkorZu osQ ckn leku jgrk gS (tSls dkSu lk v{kj izfrfcac esa leku
fn[kkbZ nsrk gS) vkSj dkSu lk ughaA D;k vki dYiuk dj ldrs gSa D;ksa\

O E M N P H L T S V X osQ fy, iz;kl dhft,A

jaxksyh izfr:i

dksye vkSj jaxksyh gekjs ns'k esa cgqr izfl¼ gaSA oqQN uewus ;gk¡ fn, x, gSaA muesa lefefr
osQ iz;ksx ij è;ku nhft,A bu izfr:iksa dks ftruk Hkh laHko gks losQ bdV~Bk dhft, vkSj
,d ,yce rS;kj dhft,A

A B

bu izfr:iksa esa lefefr dh js[kkvksa osQ lkFk lefer Hkkxksa dks <wa<us dk iz;kl dhft,A
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geus D;k ppkZ dh\

1. ,d vko`Qfr esa lefefr dh js[kk gksrh gS ;fn ,d [khaph xbZ js[kk vko`Qfr dks nks
cjkcj ;k leku Hkkxksa esa ck¡Vrh gksA ;g js[kk lefefr dh js[kk dgykrh gSA

2. ,d vko`Qfr esa dksbZ Hkh lefefr dh js[kk ugha] osQoy ,d lefefr dh js[kk] nks
lefefr dh js[kk,¡ ;k vusd lefefr dh js[kk,¡ gks ldrh gaSA ;gk¡ ij oqQN
mnkgj.k fn, x, gSaA

lefefr dh js[kkvksa dh la[;k mnkgj.k

dksbZ lefer js[kk ugha ,d fo"keckgq f=kHkqt
osQoy ,d lefer js[kk ,d lef}ckgq f=kHkqt
nks lefer js[kk,¡ ,d vk;r
rhu lefer js[kk,¡ ,d leckgq f=kHkqt
vusd lefer js[kk,¡ ,d o`Ùk

3. jSf[kd lefefr ijkorZu ls lacaf/r gksrh gSA tc ge ijkorZu osQ ckjs esa ckr djrs
gSa rks gesa ck;sa↔nk;sa vfHkeq[k gksus dk è;ku j[kuk pkfg,A

lefefr dk gekjs nSfud thou esa cgqr mi;ksx gksrk gS tSls dyk esa] f'kYi fo|k
esa] oL=k izks|kSfxdh] fM”kkbu cukuk] T;kferh; rdZ] dksye] jaxksyh bR;kfnA


